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Chaos w równaniach Lorenza 13

Theorem. (K. Mischaikow, MM, 1995) Consider the Lorenz
equations 

ẋ = σ(y − x)
ẏ = Rx− y − xz
ż = xy − bz

and put
P := {(x, y, z) ∈ R3 | z = 53}.

For all parameter values in a sufficiently small neighborhood of
(σ,R, b) = (45, 54, 10), there exists a Poincaré section N ⊂ P
such that the Poincaré map g induced by (1) is Lipschitz and
well defined. Furthermore, there exists a d ∈ N and a continuous
surjection ρ : Inv(N, g)→ Σ2 such that

ρ ◦ gd = σ ◦ ρ
where σ : Σ2 → Σ2 is the full shift dynamics on two symbols.
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• Zbiór kostkowy to skończona suma mnogościowa kostek elementarnych.
• Przestrzenią kostkową nazywamy przestrzeń topologiczną homeomorficz-

ną z pewnym zbiorem kostkowym.
• Rodzinę kostek elementarnych X ⊂ K nazywamy reprezentacją prze-

strzeni kostkowej X , jeżeli X jest homeomorficzne z ⋃X .

Theorem. (Blass, Holsztyński, 1972) Każdy (skończony)
wielościan jest przestrzenią kostkową.
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wanych przedziałów w iloczynie kartezjańskim.
• Kn – rodzina kostek elementarnych wymiaru n
• Kostka elementarna jest pełna jeśli wszystkie przedziały w iloczynie kar-

tezjańskim są niezdegenerowane.
• Zbiór kostkowy jest pełny jeżeli jest skończoną sumą mnogościową peł-

nych kostek elementarnych.
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• Dla dwóch łańcuchów elementarnych P̂ , Q̂ definiujemy ich iloczyn kost-
kowy jako

P̂ � Q̂ := P̂ ×Q.
Definicję tę rozszerzamy liniowo na dowolne łańcuchy.
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0 if Q = [l],

[̂l + 1]− [̂l] if Q = [l, l + 1].
∂Î � P̂ + (−1)dim I Î � ∂P̂ if Q = I × P .

Theorem.
∂ ◦ ∂ = 0
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i=1 αiQ̂i definiujemy jego support jako

|c| := ⋃ {Qi | αi 6= 0 }
• Dla zbioru kostkowego X definiujemy grupę q-łańcuchów X jako

Cq(X) := { c ∈ Cq | |c| ⊂ X }.
•Mamy też indukowany homomorfizm brzegu

∂Xq : Cq(X)→ Cq−1(X).
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• Obraz ∂Xq+1 zwany jest grupą q-brzegów X i oznaczany jest Bq(X).
•Mamy Bq(X) ⊂ Zq(X),co pozwala zdefiniować q-tą grupę homologii X

jako
Hq(X) := Zq(X)/Bq(X)

• Przez homologie X rozumiemy kolekcję wszystkich grup homologii
H(X) := {Hq(X)}.

Theorem. Jeżeli X i Y są homeomorficznymi zbiorami kost-
kowymi, to H(X) and H(Y ) są izomorficzne.
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Algorytm Smitha diagonalizacji macierzy 27

Theorem. (Smith, 1861) Let G and G′ be free abelian groups
of ranks n and m respectively; let f : G→ G′ be a homomor-
phism. Then there are bases for G and G′ such that, relative to
these bases, the matrix of f has the form

b1 0
.
.
.

0 bl

0

0 0


where bi  1 and b1|b2| . . . |bl.



Bazy standardowe kompleksów łańcuchowych 28

Theorem. Let C = {Cp, ∂p} be a chain complex; suppose
each group Cp is free of finite rank. Then for each p there are
subgroups Up, Vp, Wp of Cp such that

Cp = Up ⊕ Vp ⊕Wp,

where ∂p(Up) ⊂ Wp−1, ∂p(Vp) = 0 and ∂p(Wp) = 0. Fur-
thermore, there are bases for Up and Wp−1 relative to which
∂p+1 : Up+1 → Wp has a matrix of the form

b1 0
.
.
.

0 bl


where bi  1 and b1|b2| . . . |bl. In particular

Hp(C) = Vp ⊕ (Wp/Bp)
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Standardowo na wejściu algebraicznego algorytmu liczącego
homologie oczekuje się macierzy homomorfizmu brzegu.

• Algorytm liczący homologie zbioru na wejściu przyjmuje li-
stę komórek maksymalnego wymiaru (sympleksów, kostek,
CW kompleksów)
• Generowanie ścian i macierzy homomorfizmu brzegu jest

nieodłączną częścią algorytmu liczącego homologie zbio-
rów!
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Kompleks symplicjalny
• klasyczna
Zbiór kostkowy
• typowa w analizie obrazów i

ścisłej analizie numerycznej
• bardzo szybka i efektywna (bit-

mapy)
• prowadzi bezpośrednio do ho-

mologii kostkowych
• zła dla niejednostajnych

przypadków
Dowolne wielościany
• najogólniejsza
• otrzymanie kompleksu łańcu-

chowego jest trudne
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• Ile potrzeba sympleksów by striangulować d-kostkę?
• Nie więcej niż d!, ale czy da się lepiej?
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Theorem. Hughes, Anderson (1995), Bliss, Su (2005)

d 1 2 3 4 5 6 7
T v(d) 1 2 5 16 67 308 1493
T (d) 1 2 5 16 ? ? ?
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Reprezentacja symplicjalna, a reprezentacja Čecha
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Dk =



1 −1 0 0 ...
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• natychmiastowe generowanie ścian

zwiększa rozmiar danych
• złożoność: Cn3

• rzadkość macierzy nie pomaga (fill-in)
• C duże dla rzadkich macierzy (dyna-

mic storage allocation)
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• oblicza liczby Bettiego β0, β1, β2, β3 podwielościanów S3

• złożoność: Cnα(n)
• zastępuje algebrę kombinatoryką
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Podejście redukcyjne
• Zredukuj zbiór tak, by

– zachować stosowany sposób
reprezentacji

– nie zmienić homologii
• zbuduj kompleks łańcuchowy
• oblicz homologie

Zalety:
• bardzo efektywna reprezentacja: bitmapy
• algebraizacja stosowana do znacznie mniejszego zbioru
• zyski widoczne tylko gdy:

– złożoność redukcji to Cn z małym C
– zbiór po redukcji jest znacznie mniejszy



Shaving 46



Shaving 47



Shaving 48



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0

• konstrukcja BFS



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0

• konstrukcja BFS
• używana reprezentacja oparta

o pełne kostki!



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0

• konstrukcja BFS
• używana reprezentacja oparta

o pełne kostki!
• test acykliczności poprzez ”lo-

okup tables”:
– tablica o 23

d−1 elementach



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0

• konstrukcja BFS
• używana reprezentacja oparta

o pełne kostki!
• test acykliczności poprzez ”lo-

okup tables”:
– tablica o 23

d−1 elementach
– ekstremalnie szybkie roz-

wiązanie w wymiarze 2 i 3



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0

• konstrukcja BFS
• używana reprezentacja oparta

o pełne kostki!
• test acykliczności poprzez ”lo-

okup tables”:
– tablica o 23

d−1 elementach
– ekstremalnie szybkie roz-

wiązanie w wymiarze 2 i 3

– brak wystarczającej pamięci
dla wymiarów większych niż
3



Podprzestrzeń acykliczna 49

• Jeżeli X jest kostkowy, a A ⊂
X jest acykliczny to

Hn(X) ∼=

Hn(X,A), for n  1
Z⊕Hn(X,A), for n = 0
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• używana reprezentacja oparta

o pełne kostki!
• test acykliczności poprzez ”lo-

okup tables”:
– tablica o 23

d−1 elementach
– ekstremalnie szybkie roz-

wiązanie w wymiarze 2 i 3

– brak wystarczającej pamięci
dla wymiarów większych niż
3

• w wyższych wymiarach czę-
ściowe testy acykliczności
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foreach σ do
if cbd(σ) = {τ} then

remove(σ);
remove(τ );

endif;
endfor;

• ściana wolna - ściana będąca
ścianą właściwą dokładnie jed-
nej innej ściany.
• odpowiednik kombinatoryczny

retrakcji deformacyjnej
• na poziomie algebraicznym:

1 1 0 1 1 0 1 0 ...
1 1 1 0 0 1 0 0 ...
0 1 0 0 0 0 0 0 ...
0 1 0 0 1 0 0 0 ...
0 0 1 0 0 1 0 0 ...
0 0 1 0 0 0 1 0 ...
0 0 0 1 0 0 0 1 ...
0 0 0 1 0 0 0 0 ...
0 0 0 0 1 0 0 0 ...
0 0 0 0 1 0 0 0 ...
. . . . . . . . ...
. . . . . . . . ...
. . . . . . . . ...
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0 0 0 0 1 0 0 0 ...
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• wolna kościana - ściana posiadająca dokładnie jedną ścianę w brzegu
• teoria homologii jednej przestrzeni dla zbiorów lokalnie zwartych (Steen-

rod 1940, Massey 1978)
• podejście kombinatoryczne (MM, B. Batko, 2006)
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Generyczny software do liczenia homologii zbiorów oparty o algorytmy redukcji

• algorytmy AS, CR, AKQ
• liczby Bettiego i torsyjne, generatory homologii, homologie odwzorowań,

przedziały persystencji
• współczynniki z Z i Zp
• generyczna, ale bardzo szybka implementacja: dla zbiorów kostkowych,

kompleksów symplicjalnych, CW kompleksów, ...
• dostępna pod adresem: http://redhom.ii.uj.edu.pl
• Autorzy: P. Dłotko, M. Juda, A. Krajniak, MM, H. Wagner, ...
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T × S1 (S1)3 S1 ×K T × T
dim 5 6 6 6

wielkość w milionach 0.07 0.10 0.40 2.36
H0 Z Z Z Z
H1 Z3 0 Z2 + Z2 Z4
H2 Z3 0 Z + Z2 Z6
H3 Z Z Z4
H4 Z

Linbox::Smith 130 350 > 600 > 600
RedHom::Shave+Linbox::Smith 0.5 0.1 2.2 > 600

ChomP 1.3 1.7 10 56
RedHom::CR 0.03 0.04 0.26 2.5
ChomP::DMT 0.06 0.15 1.6 5.9
ChomP::CR+DMT 0.04 0.16 1.7 3
RedHom::CR+DMT 0.02 0.08 0.5 1.1



Eksperymenty numeryczne 56

d4s8f50 d4s12f50 d4s16f50 d4s20f50
dim 4 4 4 4

wielkość w milionach 0.07 0.34 1.04 2.48
H0 Z2 Z2 Z2 Z2
H1 Z2 Z17 Z30 Z51
H2 Z174 Z1389 Z5510 Z15401
H3 Z2 Z15 Z71 Z179

Linbox::Smith 120 > 600 > 600 > 600
RedHom::Shave+Linbox::Smith 4 > 600 > 600 > 600

ChomP 1 8.3 41 170
RedHom::CR 0.08 1.4 15 140
ChomP::DMT 0.05 0.38 1.8 5.3
ChomP::CR+DMT 0.03 0.16 0.56 1.4
RedHom::CR+DMT 0.03 0.16 0.58 2.9



Hipoteza 57

Niech X będzie przestrzenią kostkową. Nazwijmy złożonością kostkową X
liczbę

z(X) := min { cardX | X reprezentacja X }.

Hipoteza: Złożoność liczenia homologii zbioru kostkowego
zależy nieliniowo jedynie od jego złożoności kostkowej, a liniowo
od wielkości jego reprezentacji użytej do obliczeń.
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Chmura danych
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Miarka epsilonowa.
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Epsilonowe pokrycie
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Kompleks Čecha.
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Kompleks Čecha i kompleks Ripsa.
Żródło: R. Ghrist, Barcodes: the persistent topology of data, BAMS 45(2008),61-75
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Topologiczny szum.
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Trwałość dziur.
Żródło: G. Carlsson, Topology and data, BAMS 46(2009),255-308
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• Niech X = (X1, X2, . . . , Xn) będzie filtracją zbiorów kostkowych.
• (i, j)-persystentna q-ta grupa homologii Xi to

PH i,j
q (X) := Zq(Xi)/Bq(Xj) ∩ Zq(Xi)

Theorem. (Edelsbrunner, Letscher, Zomorodian, 2002) Let
ιi,j : Xi → Xj

denote the inclusion map. Then
PH i,j

q (X) ∼= imHq(ιi,j).
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Problem pokrycia 68



Homologiczne kryterium pokrycia 69

Theorem. (V. de Silva and R. Ghrist, 2005) Let a planar
sensor network in domain D, bounded by a fence cycle z be
given. Let F be the Rips complex of the communication graph
of the network. Then all of D is completely covered by the
sensors if there exists a [ζ ] ∈ H2(F , |z|) with ∂ζ = z.
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71

Współczesna topologia obliczeniowa jest dynamicznie rozwi-
jającą się dziedziną na pograniczu matematyki i informatyki o
wielu matematycznych i pozamatematycznych zastosowaniach.


