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Rzeczywiste rownanie Monge'a-Ampere'a:

det D*u = f(x,u, Du)
gdzieu: 2 —- R, Q CR"
Przyktady:

1. Krzywizna Gaussa hiperpowierzchni graphu ¢ R+

det D24
(1+ |Du‘2)(n+2)/2

2. Problem lokalnego zanurzenia M? w R3
det D*u = K(1 — |Dul?) (réwnanie Darboux)

det(u;; — Fi-cjuk) = det(gi;) K (1 — ¢"upuy)



3. Problem Weyla (Pogoretow/Nirenberg): dla
dowolnej metryki g na S?, t.ze K > 0, (S?,g) mozna
zanurzyé w R3.

Stabe rozwigzania (A.D. Aleksandrow)
Jezeli u € C?(Q) jest funkcja $cisle wypukta, to
/ det D*ud)\ = vol(Du(E)), E C Q.
Dla dowc;EInej funkcji wypuktej u : 2 — R definiujemy
Du(z) :={y e R" :u(z) + (- —z,y) <u}, z€Q,
Du(E) = | Du(z), EcC,

zel

MA(u)(E) := vol(Du(E)).



Twierdzenie (A.D. Aleksandrow)

Q) - ograniczony, scisle wypukty obszar w R",

p € C(09), - miara regularna na Q, t.ze p(Q2) < oo.
Wtedy 3! rozwigzanie problemu

u e CVX(Q)NC(Q)
MA(u) = p
u = @ na o).

Globalna regularno$¢

(Krytow/ Caffarelli-Nirenberg-Spruck)
0 € C, silnie wypukty, ¢ € C>(99),
p=fdx feC>®Q), f>0

= ue C®(Q).



Lokalna regularnos¢

Przyktad (Pogoretow): u(x) = (23 + 1)|2/|?%, 8 >0,

gdzie 2’ = (z9,...,2,). Wtedy

det(ug,z,) = c(1427)" > [(26-1)=(26+1)zi] |/ P17,
e u wypukfa w otoczeniu 0 & 3 > 1/2

e det(uy,s;) - gtadkie i >0, gdy 8 =1-1/n.

Zatem u(z) = (22 + 1)|2/|>=1/") (gdzie n > 3!) spetnia

MA(u) € C™, MA(u) >0, ug¢ W22

Twierdzenie (Urbas) n > 3, u € CVX N WP dla
pewnego p > n(n — 1)/2. Wtedy

(%) MA(u) € C*, MA(u) >0 = ueC™.

Twierdzenie (Pogoretow) n =2 = (x)



Zespolone réwnanie Monge'a-Ampere'a (CMA)

det(u;;) = f(2,u, Du),

gdzieu: Q — R, Q C C™, jest funkcja plurisubhar-
moniczna (psh), tj. (u;z) >0

Przyktady zastosowan geometrycznych:

1. Krzywizne Ricciego na rozmaitosciach kahlerowskich
mozna wyrazi¢ przy pomocy operatora MA, hipoteza
Calabiego oraz problem istnienia metryk Kahlera-Einsteina
sprowadzajj sie do rozwigzania niezdegenerowanego CMA
(Yau).

2. Réwnanie dla geodezyjnych w przestrzeni metryk
kahlerowskich jest réwnowazne jednorodnemu CMA
(Mabuchi, Semmes, Donaldson).



Stabe rozwigzania
Przyktad (Shiffman-Taylor/Kiselman)

u(z) = (= log|a) " (|2 + - + |zal® = 1)

e v jest psh w otoczeniu 0
e u jest gtadka na {z; # 0}
e det(u;z) nie jest catkowalne w poblizu {z; = 0}

d=0+0, d*=i(0—0), dd° = 2i90
(dd°u)™ = dd“u A - - - A dd®u = 4"n! det(u;z) dA

Twierdzenie (Bedford-Taylor) Dla w € PSH N L;?

loc

mozna dobrze zdefiniowaé miare regularng (dd‘u)”,
t.ze jest ona ciagta dla ciagdw monotonicznych.



Dziedzina zespolonego operatora Monge'a-Ampere’a
u € D jezeli 3 miara p, t.ze Vu; € PSHNC™,

u; | u, mamy (dd®u;)" ~ p

Mozna tatwo pokaza¢d, ze D jest maksymalna podklasa
klasy funkcji psh, w ktérej mozna dobrze zdefiniowac
operator Monge'a-Ampeére'a tak, ze jest on ciagty
wzgledem ciaggdw malejacych.

n =2
/go(dalcu)2 = —/du ANduNddyp, e Cy°.

Twierdzenie (B)n=2 = D=PSHNW_.?

loc
Mozna réwniez scharakteryzowaé D dla n > 3.



Problem Dirichleta

Twierdzenie (Bedford-Taylor)
Q) - ograniczony, silnie pseudowypukty obszar w C”

FEC), >0, peCO0)

Wtedy 3! rozwigzanie problemu

ue PSH(Q)NC(Q)
(dd°u)™ = fd\
u = ¢ na 0f).

Kotodziej: wystarczy zatozy¢, ze f € LP(S2) dla
pewnego p > 1

B.: wystarczy zatozy¢, ze €2 jest hiperwypukty i ze

mozna przedtuzyé do pewnego v € PSH(2) N C(2).



Globalna regularno$é¢
(Krytow/ Caffarelli-Kohn-Nirenberg-Spruck)
00 € C, silnie pseudowypukty, p € C*(01),

feC=), f>0= ueC>Q).

Twierdzenie (Cheng-Yau, Mok-Yau)
() - ograniczony obszar pseudowypukty w C"
Wtedy 3! rozwigzanie problemu
u€ PSHNC>(Q)
(det(u,z) = e
u = 0o na of).
uj,;dzjdzk jest jedyna zupetng metryka
Kahlera-Einsteina na ().



Lokalna regularnos¢

Przyktad: u(z) = (1 + |z|?)[2/|?3~/™) € PSH(C"),
det(ujz) = c(1 4 |z [?)" 2.

W szczegélnosci, dla u(zy, 20) = 2(1 + |21|?)| 22|

mamy det(u;z) = 1.

Przypadek n = 2 dla zespolonego réwnania MA nie
jest wyjatkowy!

2
weW? < p<nn-1), ueC* & a<1-=.
loc n

Twierdzenie (B.-S. Dinew) u € PSH N W27 dla
pewnego p > n(n — 1). Wtedy
det(u,z) € C%, det(u;z) >0 = ue C™.



CMA w geometrii kahlerowskiej

(M,w) - zwarta rozmaito$¢ kahlerwska wymiaru n,
tzn. lok. w = g;pidz? A dzF, w =0, w >0, dw =0

Ric, = —dd‘(log det(g,z))

Ric, — Ricgz = dd°log il
wTL

n

c1(M) = {Ric,}

Hipoteza Calabiego: Odwzorowanie
{w} 5@+ Ricz € c1(M)

jest surjekcja.



Twierdzenie (Yau) (M, w) - zwarta rozm. kahlerowska
feC®M), f>0,tze [, fu" = [, "
Wtedy 3! rozwigzanie problemu

€ C®M), w+ddp >0

(w+ ddeg)" = for

Jy pw™ = 0.

Stabe rozwigzania

Jednoznacznoéé (B.): ¢, ¢ € L>®(M), w+ dd°p > 0,
w4+ dd >0, (w+dd°p)" = (w+ dd“y)™

= @ — 1 = const

Istnienie (Kotodziej): f € LP(M) dla pewnego p > 1
(f > 0) = d ciagte rozwigzanie



